Planche n° 32. Séries numériques

* trés facile  ** facile
I : Incontournable

** difficulté moyenne **** difficile
T : pour travailler et mémoriser le cours
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Exercice n°1 (***I) Un calcul de Z

n=1

nz’

] 7T
1) Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout entier naturel non nul n, oz J (at2 + bt) cos(nt) dt.

2
0
((211 + Ut)
= 2 1
2) Montrer que Vt €]0, 7, Z cos(kt) = — 7 7
k=1 2sin (—)
2
+oo 1
3) En utilisant le lemme de LEBESGUE, déterminer Z —-
n
n=1
v ey e
E i °2 (**I) Un calcul d —— et d .
xercice n°2 (**I) Un calcu eZ e eZZn+1
n=1 n=0
1 ! -1 n—1
1) En remarquant que Yk > 1, = J t*~1 dt, montrer que la série de terme général ——n > 1, converge et
0
déterminer la valeur d +ZOO =17
éterminer la valeur de
n
n=1
_1\n
2) En adaptant l'idée précédente, montrer que la série de terme général L n > 0, converge et déterminer la valeur
+o0o
=n"
d
2 i
n=
Exercice n° 3 (***I) Séries de BERTRAND.
1
Soient o et 3 deux réels. Pour n > 2, on pose u, = — 5
n*ln®n

- . Inn - .
1) Deux exemples : montrer que la série de terme général — . = 1, converge et que la série de terme général >
n nln“n
n > 2, diverge.
2) Montrer que si & < 0, la série de terme général u,, diverge grossiérement.
3) Montrer que si 0 < o < 1, la série de terme général u,, diverge.
4) Montrer que si & > 1, la série de terme général u,, converge.
5) Dans cette question, & = 1.

a) Montrer que si B < 0, la série de terme général u, diverge.
b) En comparant u,, & une intégrale, montrer que la série de terme général u,, converge si et seulement si § > 1.

Exercice n° 4
Nature de la série de terme général
n+3\"" 1
4) (**) 73
n+1 In(n)In(chn)
2
8) (**) In (;[ Arctan

n?+n+1 1
TIZ-I—TL—]) 2) (*)n+(_])nﬁ

D () 3 ) (

n? 41
n

N 1 % 2 TA\" 1
5) (**) Arccos {/1— ) 6) (*) ﬁ 7) (COS ﬁ) /e

/2 2
9) (*)J' COS” X dx

10) (** nf\/isin(%Jr];)
o TM2+cos?x ) (%)
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Exercice n° 5

Nature de la série de terme général

1 &
1) (***) Vn* +2n2 — {/P(n) ot P est un polynome. 2) (**%*) ES(n), x €R, ot S(n) = Z o n>2
p=2
. 1 T\ T\
3) (**) up ou Yn € N*, u,, = e Un—t, 4) (**) Arctan | {1+ o —Arctan [ 1— - ,aeR.
] n
3/2
5) (***) — > K2
k=1
Exercice n° 6
Calculer les sommes des séries suivantes aprés avoir vérifié leur convergence.
+oo +o0 +oo 2
ok n+1 ok 2n—1 % n
n=0 n=3 n=1
4) (**)f( 1 N 1 _i) 5) (***)Eln@—l—ﬂ) 6) (***)Eln(cosi)ae}o E{
n=2 ,TI—] ,Tl-l—] \/H n=2 n n=0 2" )2
400 thi
7y 25 ,acR*
n=0

Exercice n° 7 (*** I)

Soit (Un )nen une suite décroissante de nombres réels strictement positifs telle que la série de terme général u, converge.

Montrer que upy, = o[ — |. Trouver un exemple de suite (w,)nen de réels strictement positifs telle que la série de
n—-+oo

terme général u,, converge mais telle que la suite de terme général nu, ne tende pas vers 0.

Exercice n° 8 (*¥**)
n

1
Trouver un développement limité & 'ordre 4 quand n tend vers 'infini de <e — Z E) x (n+ 1)
k=0

Exercice n°9 (***)
n
Nature de la série de terme général u,, = sin (7r (2 + \/3) )

Exercice n° 10 (**)

Soit (un)nen une suite positive telle que la série de terme général u,, converge. Etudier la nature de la série de terme

Vv Un
o

général

Exercice n° 11 (¥*%)
Un

nz=
)
T+w)... (T4+un)
connaissant la nature de la série de terme général u,, puis en calculer la somme en cas de convergence.

Soit (Un )nen une suite de réels positifs. Trouver la nature de la série de terme général v, =

Exercice n° 12
Convergence et somme éventuelle de la série de terme général

3 —3n? 41 n!

D ) = =73 2 ) e = (e s 2 (@)

,m>1 aeR"™ donné.

Exercice n° 13 (*)
n
Nature de la série de terme général u,, = Z
k=1

m, P 6]0, +OO[

Exercice n° 14 (** I)

+oo (_])n71 +oo 1
lcul ——— et —_
CacuerT; ) e r;(Zn—&—Uz
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Exercice n° 15 (*** I)

+oo 1
Pour n € N*, on pose R, = Z -
k=n-+1

1) Justifier I'existence de Ry. Quelle est la limite de Ry, ?

1 1
2) En encadrant — par des termes généraux de sommes télescopiques, montrer que R, ~ —.
k2 n—+oo N
+oo 1
3) En commengant par remarquer que L= E (ﬁ — E)’ déterminer le développement limité & 'ordre 2 de Ry

k=n+1
quand n tend vers ’infini.

Exercice n° 16 (***)

Calculer Z Z %—pz et Z Z %—pz . Que constatez-vous ?

peN* \neN*, n#p neN* \ peN*, p#n

Exercice n° 17 (***)

—_1k
(k+)1’“>°'

n
. L s
Convergence et somme de la série de terme général u,, = 1 E >
k=0

Exercice n° 18 (¥**%*)

+oo
. 1
Pour n > 1, on note pn, le n-éme nombre premier. On veut montrer que E — = +00.
n=1 M

—1
1 1
1) Montrer que la série de terme général — est de méme nature que la série de terme général In <<1 — —) ) .

n
2) En utilisant la décomposition d’un entier naturel supérieur ou égal a 2, montrer que
N 1 +o00 1 —1
vYN € N* - < Inf(T1T— —) .

Conclure.
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